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Einleitung.
Es sei eine algebraische Differentialgleichung

d dr
(1) &z g, 2 =0

dz»

vorgelegt, wo G eine ganze rationale Function der unabhingigen Verinder-
lichen x, der als Function derselben zu bestimmenden Grosse y und der
Ableitungen derselben nach « bis zur nfer Ordnung hin bedeutet.

Eine analytische Function ist vollstindig bestimmt, sobald irgend ein
reguliirer Zweig derselhen gegeben ist. Es kommt also darauf an, auf die
allgemeinste Weise eine Potenzreihe A

_a)
Eyb T

wo @, by, b, ... Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselbe, fiir
y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung geniigt, und mnerhalb eines
gewissen, die Stelle a umgebenden Bezirks convergirt.

Es muss also, wenn man diese Reihe fiir y in den Ausdruck
G(a:, Y, dcc y Z:Z) einsetzt und denselben nach Potenzen von x—a ent-
wickelt, jeder einzelne Coefficient dieser Entwickelung gleich Null werden.

So erhilt man .zunsichst zwischen @, b,, b,, ... b, die Gleichung
(2)  G(a, by, byy...b) =

Nun hat aber, wenn y irgend eine regulire Function von x ist, die Ate Ab-
leitung von

d ar
G(m: Y, '%7 d:l;:{ )
die Form '

dz dny dn+1y dy d”‘”"ly
GI(“’, Y, az ' dar /) donrt +Hl(w: Y5 gz " demii—t )

wo G' die partlelle Ableitung von G in Beziehung auf Zmz,

1

und H, eine
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d it :
Y Y bezeichnet. Es muss

ganze rationale Function von z, y, Ao deiet

also (fir 2 =1, 2, ... )
‘ (3.)  G'(a,bu, byy ... by) by +Hy(@, byy by oo bryaa) = 0
sein, wenn der Coefficient von (z—a)* in der genannten Entwickelung von
d a
G(w,y,-gi—,...d_;i_ ‘

verschwinden soll. Umgekehrt geniigt die fiir y angenommene Reihe der
Gleichung (1.) formell, wenn die Gleichung (2.) und simmtliche Gleichungen
(3.) erfiillt werden. ' _ ,

Durch die Gleichungen (3.) werden abér simmtliche Coefficienten
b,, deren Index > ist, eindeutig bestimmt, sobald @, b,, b,, ... b, ge-
geben sind und zugleich G'(a, b,,b,,...5,) einen von Null verschiedenen
Werth hat.

So ergiebt sich der Satz:

,Nimmt man die Constanten

a, by, b, ... b,
willkiirlich, jedoch so an, dass die Gleichung
| | G(a, by, by,...b,) = 0
eine einfache Wurzel b, hat, so lassen sich die Grossen
bn+l7 bn+2,

stets in eindeutiger Weise so bestimmen, dass

gl‘ by (m —a)y
0

v!
fiir y gesetzt, der Gleichung (1.) formell geniigt.*

Diese Reihe ist aber auch stets innerhalb eines bestimmien Bezirks con-
vergent und stellt, wenn man x innerhalb desselben annimmt, eine die vor—
gelegte Differentialgleichung befriedigende Function dar. Aus Jjeder solchen
Reihe entspringt dann ferner eine bestimmie (eindeutige oder mehrdeutige)
analytische Function, vor der jeder regulire Zweig die vorgelegte Differential-
gleichung ebenfalls befriedigt *).

?

*) Dieser Satz findet sich zuerst in der Weierstrassschen Abhandlung ,,Zur Theorie
der analytischen Facultiiten“ (Crelles Journal, Bd. 51, S.43) ausgesprochen, und ist bald
darauf auch von den Herren Briot und Bouquet bewiesen worden (Journal de I'Ecole
polytechnique cah. 36). Derselbe bleibt bestehen, wenn der Ausdruck auf der linken
Seite der Gleichung (1.) eine eindeutige und in eine bestiindig convergirende Potenz-

reihe der Grossen z, y, 3—1, —gw—g entwickelbare Function ist.
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Umgekehrt hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende
analytische Function y unendlich viele, durch das angegebene Verfahren
bestimmbare regulire Zweige, wenn sie nicht eine sogenannte singuliire
Losung der Differentialgleichung ist, d. h. ausser derselben noch der Gleichung

.G'<"": Y, ”3—17 3;Z> =0

geniigt. In diesem Falle kann man aber durch Combination der beiden
Gleichungen ' '

G=0, =0
zur Bestimmung der Function y entweder eine algebraische Gleichung oder
eine Differentialgleichung, von der sie keine singuliire Losung ist, erhalten.
Analoge Sitze gelten ferner, wenn zur Bestimmung mehrerer Functionen
einer unabhiingigen Veriinderlichen ein System von ebenso vielen alge-
braischen Differentialgleichungen gegeben ist.
Dasselbe kann stets auf die Form

; ' d 1 .
| G'(x, Yoy Y1y - .'/n}‘,%"Gl(a’: Yoy Y15 -+ ¥a) = 0,
(5.) ,
) dy,
G (x, Yo, Y1y --- yn)‘d‘;‘—Gn(‘”’ Yoy Yrr--- 4) = 0

gebracht werden, wo y,, ... y, die zu bestimmenden Functionen sind, gy,
eine mit x, y,, ... y, durch eine irreductible algebraische Gleichung

(6.) G(@,90,91,---9,) = 0 »
verbundene Hiilfsgrosse, G, G,, ... G, ganze rationale Functionen von «,
Yoy Y1y:+++ Yo, und G’ die partielle Ableitung von.G in Beziehung auf y, *).
Setzt man dann, fir A=0, 1, ... n

] — M
@) g = Bub, o0
und nimmt :
a, blO, b2,07 I bn,()

50 an, dass die Gleichung
G(a, bo,o, b],o, bn,u) =0

*) Wie man jedes System algebraischer Differentialgleichungen auf diese ,kano-
nische“ Form zurtickfihren kann, lehrt Jacobi in den Abhandlungen: ,De investigando
ordine systematis differentialium vulgarium eujuseunque® (Borchardis Journal, Bd. 64,
S. 237) und ,De aequationum differentialium systemate non normali ad formam nor-
malem revocanda“ (Vorlesungen fiber Dynamik, Anbhang, S. 55).

1*
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nach by, aufgelost eine endliche, einfache Wurzel hat, und nimmt diese fiir
b,y, s0 lassen sich, wenn man die Ausdriicke auf der Linken der Glei-
chungen (5.), (6.) nach Potenzen von x—a entwickelt, die Coefficienten der
einzelnen Potenzen gleich Null setzt, die Grossen

bo,1 ’ bo,z [}
bl,l 9 bl,? 9
e e
bn,l, bn,?,

in eindeutiger Weise so bestimmen, dass den Gleichungen (5.), (6.) formell
geniigt wird.

Dann sind aber auch die so sich ergebenden 7-+1 Reihen (7.)
stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wenn man
x auf diesen Bezirk beschrinkt, ein System von »+1 Functionen dar,
welche die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befriedigen.

Aus demselben entspringt dann ein System (eindeutiger oder mehr-
deutiger) analytischer Functionen von der Beschaffenheit, dass je »+1 zu-
sammengehorige regulire Zweige derselben die Gleichungen (5.), (6.) eben-
falls befriedigen.

Umgekehrt, wenn ein System von n41 analytlschen Functionen
die Gleichungen (5.), (6.), nicht aber zugleich die Gleichung

OG(Z, Yy Yyo vee Yn)
%,
befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht eine singulire Losung des Systems
von partiellen Differentialgleichungen bildet), so lisst sich, wofern man
specielle Werthe von @ ausnimmt, jedes System zusammengehoriger
Elemente *) dieser Functionen durch Reihen, Welche in der beschriebenen
Weise gebildet sind, ausdriicken.

Die singuliiren Losungen erhilt man -aber, indem man die vorge-

legten Gleichungen (5.), (6.) mit der Gleichung

oG (z, Yor Yo -+ Yn)
9,

combinirt.
. Diese Sitze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich den Vor-
lesungen des Herrn Weierstrass, meines verehrten Lehrers. In der vor-

*) Vgl. § IIL. im Anfang.
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liegenden Arbeit habe ich mich nun mit-der Aufgabe beschiftigt, zu unter-
suchen, ob und in wie’ weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen,
wo zur Bestimmung analytischer Functionen mehrerer Veréinderlichen par-
tielle algebraische Differentialgleichungen gegeben sind.

§ L
Ich betrachte zuniichst das nachstehende System von partiellen Diffe-
rentialgleichungen, in denen =z, z,, ... =, unabhingige Verinderliche und
¢y, ... @, zu bestimmende Functionen derselben bedeuten, wihrend die

G (@1, ... @,) gegebene, in der Form gewohnlicher, innerhalb eines gewissen
Bereiches convergirender Potenzreihen dargestellte Functionen von ¢,, ... ¢,
sein sollen:

o9, 9 9

D = 3565 (@1, 0) ket Zp 6, 9 G
1)

o,

n » . a n . Pol
9z %‘ﬂGf,g(‘Pn o D) a:f ++%ﬂ GS,/;(SOH oo Qon)'gzl

Um mich kiirzer ausdriicken zu konnen, will ich im Folgenden unter
einer Potenzreihe mehrerer Veriinderlichen (z, z,,...,) stets eine solche
verstehen, die nur ganze und positive Potenzen dieser Grossen enthiilt.
Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Sitze:

A. Sind

P(Eryeee )iy o o o P(Bryeen Thno
n willkiirlich angenommene Potenzreihen, welche einen gemeinschaftlichen,
wenn auch beschrinkten Convergenzbezirk besitzen, und an der Stelle
(¢,=0, ©,=0, ... ,=0)
simmtlich verschwinden, — so giebt es » bestimmte Potenzreihen®von
(z, @y, ... x,), welche fir =0 beziehlich in

@(xyy .- wr)l,(l‘) - ?(wly cer &0
tibergehen und, fir ¢,, ... ¢, in die vorgelegten Differentialgleichungen
eingesetzt, denselben formell gentigen.
B. Diese n Reihen sind simmtlich in einem gewissen Berelche un-
bedingt convergent und stellen Functionen dar, welche die Differential-
gleichungen (1.) wirklich befriedigen.
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Setzt man in die Gleichungen (1.) fiir ¢, ... ¢, Reihen von der Form
901 =3 (p(w,, ces :D,_)l’(,-l-,?'y(p(xl, oo w,,),.,,(:—:,

mi’
)n,r F ’

P = ?(wh"'wr)n,o'*'?i’q)(a"l?'“w

ein, so erhdlt man, indem man die Ausdriicke auf beiden Seiten in jeder
Gleichung nach Potenzen von z entwickelt, zuniichst

d 0
Q@) e By = %‘ﬂ GOl (@roy - ‘Pn,O) q)ﬂ’” + +2/9 G (Prgy - (Pn,o) &pﬂ’o

% . a
P (@1 Ty = ?/3 Gi} (Pro -+- P fP,so 3 (Proy - (Pn,u) Btpp 0 '
und alsdann jede der Functionen
P(Ery e Ty - oo Q@ ...,

ausgedriickt als ganze rationale Function einer gewissen Anzahl der Ab-
leitungen von ¢4, ... @0 nach @, ... «,, deren Coefficienten Potenzreihen
von @y, ... ¢, sind. Dabei ist zu bemerken, dass jeder Coefficient der
letzteren aus einer endlichen Anzahl von den Coefficienten der Ausdriicke
G} bloss durch Addition und Multiplication zusammengesetzt wird.

Ist nun
I
_ pie) w;’r
P (®1y.ee T)rp = E(q"“'v r wl' W)’
v,=0...00, ... »,=0...00
(2.) e e e e e e e

(p(a}l’... wr)n,(,l = 2(¢01’n Yy y' ot ’V')
v,=0...00, ... ¥,=0...00

und setzt man

(3') (P($1, vee $r)a,r = 2(‘?92,, Yy :" o > (a = 1, oes %),

v,!
»,=0...00, ... ,=0...00

so ergiebt sich jede der Grissen
¢92,,...v,. (a = 17 eee n)
als eine ganze rationale Function einer endlichen Anzahl der Grissen

(@) (g —
Po sty (e=1,...n)



und der Coefficienten der
G( ((pﬂ gon)?

und es werden dann die gegebenen Differentialgleichungen formell befriedigt,
wenn Iman

a#
Soa = 2{‘/’(3'17 a}r)a/‘ F">
B = 0...0
(4’) xH :r/ll z)r (a = 1, e n)
= (G o1 i

u=0..00, 4, =0..00,... 4, =0...00
setzt.

Um nun zu beweisen, dass diese Reihen siimmtlich innerhalb eines
bestimmten Bezirks unbedingt convergent sind, ersetze ich das vorgelegte
System von Differentialgléichungen durch ein anderes von derselben Form:

’ awI n —n a
‘oo = ZoGHvs - VNG +Eﬁ GHy - v 5L,
(5°) M . o* .

ow, = 3 " 6
e = Zo Gy, ) t”’f’+ +2ﬂ053<'/’n V) G

in welchem in jeder der Reihen G‘ A Wiy een Wa) Jeder einzelne Coefficient
positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden Coeffi-
cienten in G} (v, ...v,) ist. Zugleich nehme ich an Stelle jeder der Reihen

P (g e &))ap (a- ...n) eine andere w(zx,,...x),o an, in der ebenfalls
jeder einzelne Coefﬁcient positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag
des entsprechenden Coefficienten in ¢ (xy, ... @), ist. Wenn alsdann

(o)
R TR

den Ausdruck bezeichnet, der jetzt an die Stelle von

()
Presptsyetty

tritt, so erhellt aus dem, was iiber die Zusammensetzung des letzteren aus
den Coefficienten der Reihen G} und v,, gesagt ist, dass der erstere positiv
und nicht kleiner als der absolute Betrag des anderen sein wird. Kann
man also von den Reihen v,, ... y,, wo

o :c:“ m“l xf
o= (W, Ty S)  (e=1,m)

u=0...o,u=0. oo, y,—O .00
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ist, beweisen, dass sie simmtlich innerhalb eines bestimmten Bezirkes con-
vergent sind, so steht dasselbe fiir die Reihen ¢,, ... ¢, fest. ‘
Dieses vorausgesetzt, werde, wie es immer moglich ist, eine positive
Grosse g so angenommen, dass simmtliche Reihen G%) (¢, ... ¢,) convergiren,
wenn
Ppr==-=@ =g
gesetzt wird; dann kann man eine zweite, ebenfalls positive Grosse G so

annehmen, dass aus dem Bruche
G

{— 1!’,+"I’2+"'+‘!Pn’
)

wenn derselbe nach steigenden Potenzen von v, ...y, entwickelt wird, eine

Reihe G(v,, ... ,) entspringt, in welcher jeder einzelne Coefficient positiv und
grosser als der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder
der Reihen G}(qy, ... ¢,) ist.
Ebenso kann man zwei positive Grossen ¢' und ¢ so wihlen, dass

in der Reihe, welche aus der Entwickelung des Bruches

g'(w1+w2+”'+mr)

{— BTt

(4

nach steigenden Potenzen von z,... z, hervorgeht und die mit ¢ (2, ...z ),

bezeichnet werden moge, jeder Coefficient positiv und grosser als der ab-
solute Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder der Reihen

P(@ry e @)y o o0 P(Try e T)ag

wird.

Werden dann in dem System (5.) simmtliche Reihen

G'(!.}“(wl’ e W,) = G(’%’n '1”")
angenommen, und wird zugleich festgesetzt, dass fiir =0 jede der
Functionen o, in
Y(®ry... T

iibergehen soll, so sind die eben angegebenen Bedingungen erfiillt, und es
braucht also nur bewiesen zu werden, dass die so definirten Reihen vy, ... v,
innerhalb eines gewissen Bezirks convergent sind.

Unter den gemachten Voraussetzungen werden aber die simmtlichen
Reihen v,,...w, einander gleich und Functionen bloss von z und von

(¢1+w,+--‘~+w,).
¢
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Das System (5.) reducirt sich also, wenn man

ik 2 _ &t
__._._g____, y___._g____

setzt, 8o dass vy, =—z—w wird (fir e=1..n), auf die einzige partielle Diffe-

w:

rentialgleichung
dy = a Oy
6) &% = 1=y &
wo a eine positive Constante bedeutet.
Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufiigen, dass fiir z =0

. by
i ——
Y T—y

iibergehen soll, wo b ebenfalls eine Constante bezeichnet.
Die Gleichung (6.) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Griossen

v und (1—vy)y +ax eine Relation besteht. Diese wird aber durch die Fest-

stellung, dass y fir =0 in ilﬁ’y iibergehen soll, eine vollig bestimmte;

und es ergiebt sich zwischen y, =, y die Gleichung

1—
(1-y)y+az = ;72w

woraus man

1—(A—b)y—az—yY(1—1+b)y—az)’—4abx

V= 2d—p)
erhilt, mit der Bedingung, dass bei der Entwickelung dieses Ausdruckes
nach Potenzen von z, y das Anfangsglied in der Entwickelung der Quadrat-
wurzel 1 sei.

Die so sich ergebende Potenzreihe von «, y hat nun einen bestimmten
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Coefficienten durchweg positiv,
wie man sofort sieht, wenn man die Entwickelung von 1 nach der im Vor-
stehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Es wird daher auch die
Potenzreihe von (z, z,,...x,), in welche 9 durch die Substitution
Y S a4

'y
iibergeht, einen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Fiir jedes innerhalb
dieses Bezirkes enthaltene Werthsystem (x, «,, ... «,) sind dann sicher auch
die Reihen ¢,... ¢, simmtlich unbedingt convergent. Dieselben besitzen
also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, wenn
2

y:



- 10—

man die Veriinderlichen (z, «,,...,) auf einen innerhalb desselben liegen-
den Bereich in der Art beschrinkt, dass fiir jedes in dem letzteren ent-
haltene Werthsystem (z, z,,...z,) das System der zugehorigen Werthe von
(¢1,--- @,) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen G} ange-
hort, Functionen von (z, «,,...x,) dar, welche die gegebene Dliferential-
gleichungen befriedigen und zugleich ﬁir =0 in

@(Try e 1oy - o o P(Bay e By
iibergehen; w. z. b. w.
Zusitze:
A) Es ist angenommen worden, dass ¢ (,,... T, )1y ... @ (T1y.r. &)

simmtlich verschwinden, wenn jede der Grossen (z, z,,...x,) den Werth
Null erhilt. Die entwickelten Sitze behalten aber ihre Giiltigkeit, wenn
nur die Functionen ¢,, s0 angenommen werden, dass das Werthsystem

(p(O...O)l’(), o .. (p(O...O)n’()

dem gemeinschaftlichen Convergenzbereich der Reihen GU} angehort, wie
aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man

(0 0/1(), « o e ¢n—¢(0"'0)n,0

als die zu bestimmenden Functionen einfiihrt.

B) Es bleiben ferner alle Sitze bestehen, wenn an Stelle des be-
trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegeben ist, in
welchem simmtliche Functionen G%} (¢, ... ¢,) dieselbe Beschaffenheit haben,
wie in jenem:

a 1
D = (6 (g, 1) aw”)+ G (e, ... ),

v=1.r, =1-n
(1) e e e

|

O¢n G
aq:; = z(G,,; (@1 -+ Pa) dwﬁ )+ G (pry - - Pa)-
v=14.r, f=1-n"

Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden Gleichungen noch
eine neue

op, _
Oz =0

hinzufiigt, mit der Festsetzung, dass fiir =0

P = T
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sein soll, so dass man jedes der Glieder G{# mit g—zl multipliciren darf,

1

und auf diese Weise ein Gleichungs-System von der Form (1.) erhilt. —

C) Sodann behalten die in Rede stehenden Sitze ihre Griltigkeit auch
dann, wenn in den Gleichungs-Systemen (1.) und (1%) die Functionen G)
simmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat
nur in diesem Falle das Werthsystem

$(0...0)0, - .. @(0...0),,

50 zu wihlen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller
Zghler und Nenner angehort und keiner der Nenner verschwindet, wenn man
¢1=¢(0...0)0, ... @.=¢(0...0),

setzt.
Wenn nimlich diese Bedingungen erfiillt sind, so lassen sich die
Functionen G¥) simmtlich in Potenzreihen von

-—~(p(0...0)1,0, %-‘P(O---O)}.p

entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die urspriinglich vorausgesetzte
Form gegeben wird.

D) Wenn man nun beachtet, dass die durch das auseinandergesetzte
Verfahren fiir ¢, ... ¢, sich ergebenden Reihen vollstindig bestimmt sind, dass
sie den vorgelegten Differentialgleichungen geniigen und fir =0 be-
ziehlich in

Py o T )rpy oo o P(Byy s T)ao
iibergehen sollen, so ergiebt sich schliesslich, wenn man alles Vorstehende
zusammenfasst, folgendes Resultat:

Es sei gegeben ein System partieller Differentialgleichungen von
der Form

Il

6O (g1, ) G = Z(G (s 9) G)+ 6, - 00)
(a:’l- r,ﬂ:i n)
(1%.) . Ce e oo
G (g1, .. (Pn) 3(p,, = 2<G( (Pryen Pa) amﬂ)'*‘Go (P1y -+ @)y

\ (e=1-r,f=1.0)
in denen die G} und G simmtlich Potenzreihen von ¢y, ... ¢, sind, und
es seien auf irgend eine Weise » Potenzreihen von «, x, ... «,
(T, Tyyeen )y o o @@, Ty e )

2*



12—

hergestellt, welche fiir ¢, ... ¢, gesetzt den Differentialgleichungen formell
geniigen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdriicke auf der linken
und rechten Seite, wenn man sie nach Potenzen von =, z,, ... z, ent-
wickelt, in den Coefficienten der gleichstelligen Glieder iibereinstimmen; so
werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be-
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) Es miissen die Reihen

¢(O,$1,-o-wr)l7 .o (p(O,w.,... :D,),,

einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen;
b) es muss das Werthsystem

¢(0,0,...0),, ... ¢(0,0,...0),
innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Functionen
G (@1 e @)y, GV (@y,... @)

enthalten sein;
¢) es darf keine der Functionen G (¢,,...¢,) an der Stelle

(pr=90...0),, ... @,=¢(0...0),)
verschwinden.
Wenn insbesondere die G, G simmtlich ganze Functionen oder
bestindig convergirende Reihen von ¢,, ... ¢, sind, so ist die Bedingung

b) von selbst erfiillt.

§ IL
Ich nehme jetzt an, es gei zur Bestimmung einer Function ¢ von
r+1 Verinderlichen (z, ,,... z,) irgend eine algebraische partielle Diffe-
rentialgleichung nter Ordnung gegeben, und auf die Form

(1 \ G( aa+71+...+a,¢ ) 0

o L, L1400 T, e e s 0 » =

/ > < ¥ Oz Ozt Oxlr

gebracht, wo G eine ganze rationale Function von «, «,, ... z,, ¢ und den-

jenigen Ableitungen
oetart..te, @

Ox® Oz Oz !
in denen
a+a1+"'+ar § n

ist, bedeutet. Dabei darf man voraussetzen, es sei diese Gleichung in dem
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Sinne . irreductibel, dass G nicht das Product zweier Ausdriicke von der-
selben Form ist.

Es handelt sich darum, auf die allgemeinste Weise ein diese Diffe-
rentialgleichung befriedigendes Functionenelement (in dem Sinne, wie Herr
Weierstrass dies Wort gebraucht)

¢z, zy,...2,|0,8,...a,)
zu bestimmen, d. h. eine innerhalb eines bestimmten Bezirks convergente
und der Differentialgleichung gentigende Potenzreihe von z—a, z,—ay, ...
wo a, a,, ... a, Constanten bezeichnen.
Ich betrachte nun zunichst den Fall, den ich den mormaler nennen
will, wo von den Ableitungen

z,—a,,

o Fe .. I
am" ' Oz’ oz»
wenigstens eine, — ich will annehmen ng — in G wirklich vorkommt.

Dieses vorausgesetzt lisst sich zeigen, dass man eine der Differentialglei-
chung geniigende Reihe

(p(xy Tyy »» w,|a, a,.. Z(ba e (w—a_ya) (wl—al) L (xr""ar) ’)

a! a,!

(= 0. 00, o = 000, @, =0 w)
erhalten kann, in der, wenn man sie auf die Form

= ) (w— a)”

%‘V(P(wl,.-owrlal, a)

Q)
bringt, von den Functionen ¢(z,,...x,|a,,...a,) die n ersten

o (n=1)
Q@ ... z|a,...a), ... @ (¢,...2]a,...0a)

im Allgemeinen willkiirlich angenommen werden konnen, die iibrigen dann
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden.

Setzt man die fiir ¢ angenommene Reihe in den Ausdruck auf der
Linken der Gleichung (1.) ein, und entwickelt denselben nach Potenzen
von x—a, x,—a,, ... T,—a,, 50 muss zundichst das constante Glied ver-
schwinden, d. h. es muss

(2.) G(a, al g a,.’ bo’“o- .o ba,a,,...ar’ . -) == O
sein.’
Ich bezeichne ferner zur Abkiirzung
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grtat-torg(z, ... 2,6, a, ... a)
Oz®dxs...0x?r

mit ¢,,,.., und

)
(@, ...z |a,... a,)

Q)
bloss mit ¢. Dann wird fir z=a

aa +ote @
. ity
Ponne,  Glolch G

Entwickelt man nun

Gz, 2y, Ty Py e P oy
nach Potenzen von x—a, so wird der Coefficient von (z—a)” eine ganze
Function von (;;, deren Coefficienten ausser den Versinderlichen z,, ... =, nur
die Functionen c(;), 2;1?, ...(n(;l) und deren Ableitungen nach (xy,...z,) ent-
halten, und es muss ((;3 50 bestimmt werden, dass diese Function, welche

) ™
mit G,(¢p) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich ¢ eine Potenzreihe

von xi—a,, ... x,—a, wird. Dies ist aber immer, und zwar nur auf eine

einzige Weise, moglich, wenn man a, a,, ... a4, und diejenigen Grossen
0,0 2

in denen

oto 4o, <n a<n
ist, so annimmt, dass sich aus der Gleichung (2.) fiir b,, , wenigstens ein
endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der Gleichung ist, ergiebt. Diese

Bedingung als erfiillt vorausgesetzt, sind die Reihen

o o (n—1)
¢ ¢ ... @

im Uebrigen willkiirlich, jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz-
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Coefficienten der Reihe

(@]
P,

die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden rational
aus den Coefficienten der vorstehenden und aus b,, , zusammengesetzt; es

®
giebt also so viel verschiedene Functionen ¢, als verschiedene Werthe von
b,o.0, die einfache Wurzeln der Gleichung (2.) sind, existiren.
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Differentiirt man ferner den Ausdruck G, als Function von x be-
trachtet, so hat die Ate Ableitung desselben die Form

onti .
G (@Pnp,.0) “{9;%"}' H(z, ... 2, @, ... Pae,,a, Dy

wo G'(¢,,.0) die partielle Ableitung von G nach ¢, , ist und H, eine ganze
Function von «, «,, ... «, und denjenigen Grossen Po,.c, bezeichnet,
in welchen

etoyteeto, < ntid, a<nti

— A
ist. Der Coefficient von l,a) in der erwihnten Entwickelung von @
hat also die Form
oY)
GO((P) (P +H1,07
wo G, und H,, diejenigen Functionen von ,, ... x, bezeichnen, in welche

@' und H,; dadurch iibergehen, dass man = =a und

(a)
aa, +...+a,~ ¢

Paja,a, = W
setzt.
Dieser Coefficient muss nun gleich Null sein, und da sich, weil

(n)
G,(¢) an der Stelle (x, =a,,...x, = a,) nicht verschwindet,

1
O]
G,(p)
in eine Potenzreihe von z,—a,, ... x,—a, entwickeln lisst, so ergiebt
(n+72) . e .
sich ¢ als Potenzreihe von x,—a,, ... x,—a,, welche vollig bestimmt
ist, sobald
© o (+i—1)
¢ P .. ¢

© o ()
es sind. Daraus folgt, dass sich, wenn man a, @, ... @, 9, @, ... @

den obigen Bedingungen gemiiss annimmt, darauf nach Fixirung des

[0
Coefficienten b, , zundichst ¢ und dann

(1) @42)

P P
so bestimmen lassen, und zwar nur auf eine einzige Weise, wie es er-
forderlich ist, wenn der Ausdruck



(z—a)”
»!

Q)
o = Z¢(xy,...z|a,...0a,)

der vorgelegten Differentialgleichung formell gentigen soll.

Um nun zu beweisen, dass ¢ ein Element einer diese Gleichung be-
friedigenden analytischen Function von z, x;, ... x, darstellt, hat man zu
zeigen, dass sie innerhalb eines gewissen Bezirks convergirt.

Dies geschieht in folgender Weise:

Ich setze
3) c=atu, z=a+w, ... v.=atu,
und bezeichne, unter ¢ jetzt die Potenzreihe von u, u,, ... u, verstehend, in
welche ¢(z, x,,... 2.6, ay, ... a,) durch diese Substitution iibergeht,
dp ore
P> Hur T Bum
beziehlich mit -
Poy P1y - - o Py,
sowie die iibrigen Ableitungen
getat.tap ®

Or*das...0xor !
in denen a+o,+---+a,<n ist, in irgend einer Ordnung genommen mit

Prtry o0 Pse
Dann hat man

P
G = Pu
(4.) :
aq)n-l .
“ou P

Ferner kann man, wenn i = 0,
6) 2 _ O

Ou Ou,
setzen, wo u eine der Zahlen 1...3; und » eine der Zahlen 1...r ist. (Ist
nimlich ¢,,; = @oq, 4., 80 ist mindestens eine der Zahlen oy, ... o,, z B.
o, von Null verschieden, und man hat dann
OPnii a¢¢+|,a,,...a,,-—1,...a,
ou ou, ’
und es i8t @.i10,.0,-1,.., €ine der Grossen ¢, ¢, ... @,).

Bezeichnet man ferner, unter G wie vorhin den Ausdruck auf der
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linken Seite der Gleichung (1.) verstehend, dessen partielle Ableitungen in

Beziehung auf x, ¢,, ¢, ... @, respective mit
_G'(w), G'((P(J)a G’((P1)7 cor G'((Ps\ﬁ
$0 hat man
' O@n
G () S5

— 6@+ 6p) Fo b G () ‘9‘”"*‘ G () Tt G () S,

also

s—n n—1
6) @) = —F(@ ) F2)— 216 (@) 1) — 6 (@)
Endlich ist |
ox oz, ox,
) =1 S=0 ... 5-=0
Die Gleichungen (4.), (5.), (6.), (7.) bilden nun fiir die Grossen =, z,, ... z,, P,
@., ... @,, welche simmtlich Potenzreihen von u, w,, ... u, sind, ein System
partieller Differentialgleichungen von der in §. I, Zusatz D) betrachteten Form.
Da sie nun iberdies den dort unter a) und ¢) angegebenen Bedingungen
geniigen, so ist damit festgestellt, dass sie simmtlich innerhalb eines be-
stimmten Bezirks convergiren. '
Jede auf die angegebene Weise hergestellte Potenzreihe

oz, zy,...2,|0,0,,...a)
ist also wirklich ein Element einer die vorgelegte Differentialgleichung
befriedigenden analytischen Function.
Es ist jetzt noch zu untersuchen, ob man umgekehrt auch fiir jede
der vorgelegten Differentialgleichung geniigende analytische Function ¢

ein sie definirendes Element durch das auseinandergesetzte Verfahren er-
halten kann.

Es sei

—_ (g—a) (z,—a,)n (zr— a,)or
(p(w’ ml""$f‘) - auﬁarbam Qe a! al! T ar!

ein beliebiges Element einer solchen Function, so bestehen fiir dasselbe,
wenn die obigen Bezeichnungen beibehalten werden, die Gleichungen:

(n)
Gy(p) = 0,
(7) (n+4)
Go(p) @ +H,p = 0.



‘Wenn nun b,, , nicht eine mehrfache Wurzel der Gleichung

G(a, al, e a,, b(),...')’ e ba,a,,...a,,) oo bn,ﬂ,...U) == O

ist, so sind durch diete Gleichungen und die Bedingung, dass 2;) an der Stelle

(@, = @y,..., = a,) den Werth b,, , haben soll,

™ () )

: ¢ @ @

vollstindig bestimmt.
Nun besitzt aber die Function stets unendlich viele Elemente, fiir

die Function nicht eine sogenannte singulire Losung der Differentialgleichung

ist, d. h. ausser dieser auch der Gleichung

¢(22) =0

gentigt. Damit ist bewiesen:
Ist ¢ irgend eine der vorgelegten Differentialgleichung, aber nicht
auch der Gleichung
& (G) =0

oz
geniigende analytische Function, so ldsst sich jedes Element

@@, xyy... T, |0, @y, ... @)

derselben, fiir welches G’(%;%) an der Stelle (z=a,x, =a,,...2, =a,)

einen von Null verschiedenen Werth hat, durch das im Vorstehenden ent-
wickelte Verfahren bestimmen.

In dem Falle aber, wo ¢ eine singulire Losung der Differential-
gleichung ist, erhilt man fiir sie durch die Combination der beiden Gleichungen
¢=0, ¢(22) =0
entweder eine algebraische Gleichung oder eine partielle Differentialglei-

chung, der sie als nicht singulire Losung geniigt.

§. II1.

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung nicht die normale Form
hat, so kann man ihr dieselbe doch stets dadurch geben, dass man an
Stelle der Grossen z, x,, ... «, ebenso viele lineare Functionen derselben
(Y5 Y1, ... 9,) als Argumente von ¢ einfiihrt.
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Setzt man nimlich:
y =b tex +ez +otom,
y = b +cdz +ez ++em,
Y. = b0+ ez 4P B4 4¢P a,,

wo die b, ¢ Constanten bezeichnen, welche der Bedingung unterworfen sind,
dass die Determinante

e, €, ... ¢

’ ’

!
d, ¢, ... ¢

e, e L. P
nicht gleich Null sein darf, so verwandelt sich der Ausdruck
G(w) Lygoee Lry Py oee (pm,a,,...a,.' . ')

in einen anderen von derselben Form

— aﬂ+ﬁl+».+ﬁr
G(y’ .'IU see y"’ (p’ e ayﬂay;ﬁl._ay(l’;r .”)’

in welchem ebenso wie in G nur Ableitungen von nicht hoherer als der
ntet Ordnung vorkommen; und es lisst sich zeigen, dass derselbe im All-
gemeinen, d. h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten e, Ciy o €,
ausschliesst, die Ableitung
i
oy"
wirklich enthiilt.
Davon iiberzeugt man sich am leichtesten auf folgende Weise.
Man hat, wenn man mit

oo ows Parg’avs WB W
1 r 1 r

die in G vorkommenden Ableitungen der nten Ordnung bezeichnet,

oG

Tz = GotG ‘Pa»+1,a;,...a;+ G ¢ e

. e &
athe .8

wo G,, G, ... G, nur Ableitungen von niedrigerer als der (m4-1)ter Ord-
nung enthalten. Nun ist aber
3*



—_ a’+1 1 R eee
(p“’+|,a'h.‘.a'r Tl .G Oyr+1 +een
@ = ¢*"tlel s, "o +..
a’+1,al,.a” T gyt !

ete.
wo die weggelassenen Glieder nur solche Ableitungen
aﬂ+ﬂx +...+ﬂr ¢
Oyfoyh...0yPr

enthalten, in denen 34 3,4 4B, =n+1, aber B<<n+1 ist. Man hat also

oG o a nyy. @
5 = (GievTer e+ Get I )ay,,+, +-.-  ete.,

wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab-

leitungen von ¢ nach =, x,, ... «, in Ableitungen nach y, y,, ... y, ver-
n41
wandelt worden, ~8—n+‘f— nicht vorkommt.
Y
Wihlt man nun die Constanten ¢, ¢, ... ¢, 8o, dass der Coefficient
n+1 . . .
von —%—"% in der vorstehenden Gleichung, als Function von «, «;, ... «,, ...
Yy
@u0,.0,y - -- Detrachtet, nicht identisch verschwindet — was nur fiir specielle
Werthsysteme der ¢, ¢;, ... ¢, eintreten kann — so wird derselbe auch

nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Verinderlichen
x, ®, ... «, die y, y,, ... y, einfilhrt und die Ableitungen ¢., . in Ab-

leitungen von ¢ nach gy, y,, ... y, verwandelt; und es kommt also die
Ableitung 6 - Jg) wirklich vor. Es ist aber

oG oG

or = ° ay 'L'alef Ty

und es kann daher —g—g— , auf die angegebene Weise transformirt, die Ab-

n-4-1 n
leitung %—yﬁ—?- nur dann enthalten, wenn in G die Ableitung %yi vorkommt.

n

Nimmt man insbesondere
y =x—a—c(x,—a,)——c (z,—a,)

9 = & —a,

Yy = ¢ —a,,
so sieht man, dass bei gehoriger Wahl von ¢, ...c, sich ¢ stets nach



Potenzen von
'w-—a——c,(wl—a,)-—---——cr(w,-a,), T—@,, ... T,—G6
entwickeln lisst, und dass man diejenigen Functionen, in welche

o an—lw
¥, gf—, U gt

o

fiir
z = a+e(x—a)++e (z,—a,)
iibergehen, als Potenzreihen von z;—a,, ... =, — a4, im Allgemeinen will-
kiirlich nehmen kann. :
Die im Vorstehenden beschriebene Umformung der vorgelegten Diffe-
rentialgleichung konnte in dem Falle unnothig erscheinen, wenn in dieser
Grleichung zwar nicht die nte Abieituncr von ¢ nach x, aber doch eine

andere — ? (wo m < n, aber > 0) vorkommt, und tiberdies in den tibrigen
Ableitungen
aa+a,+...+a,. V)
Oz* Oz ...0x°r
a<m ist.

Denn nimmt man wie oben

) r—a)?
P = 2(p($l, cee ac,|a,, aes a,.)—(—T)*-
an, und entwickelt den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung nach
Potenzen von z—a, so erhilt man zuniichst eine Gleichung zwischen

© o (m)
¢ P ... @

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Functionen

O M ) -
nach #,, ... .. Nimmt man dann die Reihen ¢, ¢, ... ¢ willkiirlich

an, doch so, dass die Gleichung, in welche die ebengenannte iibergeht,
R (m) . . .
wenn man x,=ag,,... &, =a, setzt, nach ¢ aufgelost, eine endliche, einfache

Waurzel hat, so kann man (:;) als Potenzreihe von z,—a,, ... z,—a, 80 be-
stimmen, dass sie die erstere Gleichung befriedigt und fiir T=0y, .. T, =0
in jene Wurzel iibergeht. o

Die iibrigen Coefficienten der genannten Entwickelung liefern so-
dann zur Berechnung der iibrigen Functionen

(m+»)
¢ (@yy... 2, |Oyy ... @)
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die erforderlichen Gleichungen, durch welche sie simmtlich, und zwar ein-
deutig, bestimmt werden.
Man erhilt so, ganz in der oben auseinandergesetzten Weise, eine
Potenzreihe '
oz, xy,...x,|0,a,... q)
welche fiir ¢ gesetzt die gegebene Differentialgleichung formell befriedigt.

Aber ich habe bemerkt, dass wenn diese Reihe convergent sein soll,
. @ @ S
die Functionen g, ... ¢ nicht willkiirlich angenommen werden kénnen,

sondern solchen Beschrinkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen
sagen kann, die Reihe
oz, z,... 2|0, 0, ... a)
convergire an keiner Stelle («, z,...x,), wie nahe man dieselbe auch der
Stelle (a, a4, ... ) annehmen kann.
Ich begniige mich aber hier dies an einem Beispiel nachzuweisen. .
Es sei die Differentialgleichung
| o9 _ %9
or ~ 9y’
gegeben. Wenn ¢,(y|b) irgend eine Potenzreihe von y—b ist, so geniigt
die Reihe ’

2 dg,(ylb) (z—a)
T dy T

dieser Differentialgleichung formell, und geht fiir z =a in ¢,(y|b) iiber, sie
besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von ¢,(y|b) einen Con-
vergenzbezirk, wihrend im Allgemeinen sie fiir kein Werthsystem (z, g)
eine bestimmte, endliche Summe hat.
Es sei z. B. a=0, b=0,
1

®Po (.'/ |b) = T:‘g
Dann ist

de n!

dy» — (A—gp)mt
und die obige Reihe geht in

® _2—1)_! xv

5 vl (1—gyr+

tiber, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch
x, y angenommen werden.
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Unm allgemein zu zeigen, welche Bedingung die Function ¢,(y|b)
erfiilllen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes
Element ¢(x, y|a, d), das fir «=a in ¢,(y|b) iibergeht, existire, bemerke
ich, dass die Differentialgleichung in Beziehung auf die Verinderliche y
die normale Form hat; wenn man daher zwei Functionen

0] 0]
g(z|a), @(z|a)
willkiirlich annimmt, so kann man ¢(«, y|a, b) nach dem Vorhergehenden
50 bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge-
niigt und fir y =19 ‘
. O
¢(e,y|a,b) in ¢(z|a)
und
Lo
LLCTEDRS NS
iibergeht. Und zwar erhilt man, da in diesem Falle
©)

@
¢(z|a) nur den einen Werth ﬂ%‘i-@—
hat,
™ :
® a”qo(a:la) (y—b)z” 3‘ (9"(])(32[(1) (y—b)""“
o’ Ox¥ @) o’ Oz v+D!
als den allgemeinsten Ausdruck von ¢(z,y|a, b).
Ist nun
(D] @«
p(zla) = Zve,(z—a)
und

0) .
p(zla) = 2vc,(x—a),

80 ergiebt sich
Po(y|0) =@ (a,y|a,b) = (2 ), 6 (y—by+3, @ H),cy(y-b)*”*‘-

Bezeichnet man nun mit ¢ eine positive Grosse, die kleiner ist als

®
der Radius des gememschafthchen Convergenzbezirks der Reihen ¢, ¢, und

die absoluten Betriige von ¢,, ¢, mit |¢,|, |c,|, so lisst sich eine positive
Grosse g 8o angeben, dass fiir jeden Werth von »

le,| <<ge™, |ef<<ge™
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Es muss algo ¢,(y|b) so gewihlt werden, dass fiir zwei bestimmte Grossen g; 0
dem absoluten Betrage nach

v!

der Cdefﬁgient von (y—>5)” kleiner ist als (Tm)—!g@‘",.
y v,
N < L

Daraus folgt, dass die Reihe

&’ @,(y|b) (x—a)”
2_ d;f” v!

niemals convergent ist, wie klein man auch z—a, y—& annehmen moge,
wenn die Reihe ¢,(y|b) nur einen beschrinkten Convergenzbezirk besitzt.
Aber auch wenn ¢,(y|b) eine bestindig convergirende Reihe ist, kann die
vorstehende Reihe bestindig divergent sein. Dies ist z. B. der Fall,
wenn man '

(y—b)

()
annimmt, weil dann die eben angegebenen Bedingungen fiir die Coefficienten
der Reihg ¢,(y|b) nicht erfiillt sind.

Pu(ylt) = 3,

§. IV.
Ich gehe jetzt zu dem Fall iiber, wo zur Bestimmung von m
Functionen ¢,, ... ¢, von r-+1 Verinderlichen (z, x,,...x,) ein System

von m algebraischen partiellen Differentialgleichungen gegeben ist, welches
in Beziehung auf ¢, von der n,t*» Ordnung sein moge. Ich setze dabei
voraus, dass dasselbe die normale Form habe, d.h. dass in demselben die
Ableitungen

g L. O Pm

ox™ ! Oz"m

wirklich vorkommen, und dass es, wenn man diese Grossen als die Unbe-
kannten, die iibrigeﬁ in ihm vorkommenden aber als willkiirlich gegebene
betrachtet, auflosbar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemen
der genannten Grossen liefere.

- Der ersten Bedingung ist, wenn sie nicht von selbst erfiillt sein sollte,
stets durch eine lineare  Transformation der unabhingigen Verdnderlichen
in der im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weise zu gentigen.

Was dagegen die zweite Bedingung angeht, so bleibt allerdings noch
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zu untersuchen, ob ein Gleichungssystem von nicht normaler Form stets
durch ein #hnliches Verfahren, wie es Jacobi bei einem System gewohn-
licher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zuriickgefiihrt
werden konne, worauf ich aber hier nicht eingehen kann.

Dieses vorausgeschickt, bringe ich das vorgelegte Gleichungssystem
folgendermassen auf eine ,canonische Gestalt:

Man kann, um die Grossen

g ... Gugn

ox™ ! oz m
durch z, z,, ... =, ¢, ... ¢, und die in den gegebenen Gleichungen
enthaltenen Ableitungen von ¢,, ... ¢, auszudriicken, eine lineare Function
der ersteren 5

13 \ . O™m .
Py = cr@}%‘l’"“f'cm 63:'?; )

wo ¢, ... ¢, willkiirlich anzunehmende Constanten bezeichnen, als unbe-
kannte Grosse einfilhren. Man erhilt dann fiir ¢, eine algebraische Gleichung

& = 0,
wo @ eine ganze Function von ¢,, deren Coefficienten ganze und rationale
Functionen der als bekannt angenommenen Grossen sind, bezeichnet.
Es sei G ein unzerlegbarer Theiler von &, so entspricht jedem
Werthe von ¢,, welcher der Gleichung

G=20
geniigt, ein Werthsystem der unbekannten Ableitungen:
og, _ 6 . FPn _ Gn
ozm G " Oz G
wo
, 06 L
=g B= "%
ist.

Es werden daher die gegebenen Gleichungen ersetzt durch eine ge-
wisse Anzahl von Gleichungssystemen der Form

G () = 0,
' 8”‘4)
¢ g,
a { o

/a””‘q)m .
« G ox™m G’"’
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wo die simmtlichen G, wenn man

69+a,+...+a”pl

Ox* Oz ... dxor
mit ¢),,. . bezeichnet, ganze rationale Functionen von «, «,, ... =, und
denjenigen Grossen

P 000,00,
gind, in denen — fiir den jedesmal betrachteten Werth von 4 —
atetto, Sm, e<lm
ist.
Es handelt gich nun darum, m+1 Functionen-Elemente

Po(E, Tsy e T, | B, By @)y Py (Ty Ty T, By By )y oo o P (T, Ty ..._a:,|a,a,,...a,)
auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass dieselben fiir ¢, ¢,, ... @,

gesetzt, die Gleichungen (1.) befriedigen.

Man setze, unter i eine der Zahlen 0, 1, ... m verstehend,
P n (—a) @—a)* (@—a)
\‘Pl = Z(bt(x,a.,...a,. al ‘alzl v ! )
(2) ! (@=0...x, &, =0...00, ... @, =0...00)

® () T—a)°®

( = 2,,([)2(.@1,...mr[a,,...a,)i—a—'—)*,
0 .

die Constanten a, @, ... a, und simmtliche Coefficienten b{) . vor-

lsufig ganz unbestimmt lassend, und entwickele den Ausdruck G nach
Potenzen von z—a, ,—a,, ... z,—a,; so erhilt man das constante Glied
dieser Entwickelung, das mit G bezeichnet werden moge, wenn man in @
a, @&, ... @ fir =z =z, ... =,
bg:?z,,...a,. tiir Prio,0,,.c,
und '
| bg,g,...o fiir Py
setzt. Dann muss, wenn die Gleichungen (1.) befriedigt werden sollen,
zunichst
G =0

gein. Diese Gleichung dient dazu, um b} , durch die eben genannten
Grossen auszudriicken. Die letzteren miissen also so gewidhlt werden, dass
in dem Ausdrucke G die zu bestimmende Grosse b((,‘j’,,___;, wirklich vorkommt.

Entwickelt man ferner G nach Potenzen von r—a, 80 wird der
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« (O ' . )
Coefficient von (z—a)’, der mit G(¢,) bezeichnet werden moge, dadurch er-
halten, dass man in G '

a fir e,

(a)
gntetorg(z,, ... o0, ... a)

aw‘f‘ eee aw:r fiir Pise,a,,..e,
und
0)
@, fir Py
getzt. Es ist also
. ©
G(py)
. o i
eine ganze Function von ¢, mit Coefficienten, welche ganze Functionen von
T, ... &,
ferner von
© (m—1) © (ty—1)
Py 0 Py oo Py oo Py

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Functionen sind. Die-
selbe geht in G iber, wenn man «, = @y,...x, =a, nimmt. Unterwirft
man also die in G vorkommenden Grissen a, ay, ... a,, 6% , der Be-
dingung, dass die Gleichung

G =0
nach 5§, aufgelost, mindestens eine endliche, einfache Wurzel besitze, und
versteht jetzt unter b{’, eine solche, so giebt es eine vollig bestimmte

) ©)
Function ¢y(,, ... z,|a,,... a,), welche, fiir ¢, gesetzt, der Gleichung

. O
(3.) G(p,) = 0
geniigt, und in b{®, iibergeht, wenn man x, =a,,... 2, =a, setzt. Dabei

konnen die Coefficienten der eben genannten n,+ n,+:--+n, Functionen

()
Qi(@y, ...z |a,...a4),

abgesehen von der angegebenen Beschrinkung, ganz willkiirlich angenommen
werden, selbstverstindlich jedoch so, dass jede von ihnen einen Conver-
genzbezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise bestimmte

©
Function ¢, (x, ... «,|a1,...4,) ebenfalls immer einen gewissen Conver-
genzbezirk.

4*
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Differentiirt man ferner den Ausdruck

) O (1 7]
G oz G,

als Function von z betrachtet, so hat die »% Ableitung derselben die Form

o +v gy
G _é_ll +H®,

v 4
wo H® eine ganze Function von x, «,, ... x, und denjenigen Grossen

(p,u;u,a, sl 3

in denen — bei dem jedesmal betrachteten Werth von 4 —

oot to, < n,+v, a<ntv
ist, bezeichnet.
Die Entwickelung von

) 0",
G g — G

nach Potenzen von xz—a hat also die Form
, vy
G’ @, +H1('D5
wo G, H® aus @', H® dadurch entstehen, dass man setzt
T = a
und

)
o
outtrgu
ox®, ... Oxsr

(pp;a,u,,...a, -

Es hat ferner die »te Ableitung des Ausdruckes G nach z die Gestalt:

) 07 @, 0)
G —W—}’Hv H

wo H dieselbe Gestalt wie die vorstehenden Functionen’ H® hat.
Bezeichnet man also mit

a2
G», HO |
die Ausdriicke, in welche G®, H"” dadurch iibergehen, dass man x =a und

()
aa,+...+a,¢
D o FE .
30,0500 aw‘;', .. ()a};’f

setzt, so ist der Coefficient von El;,-‘lz- in der Entwickelung von G nach
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Potenzen von z—a
& ot HO.
Damit also die Gleichungen (1.) befriedigt werden, muss man haben

, ()

4) @ ¢ +HP =0, (1=0,1,...m).

Da sich, weil G’ an der Stelle (x, =ay,...x, =a,) nicht verschwindet,

1
¢
in eine Potenzreihe von x,—a,, ... z,—a, entwickeln lisst, so ergeben
sich aus den Gleichungen (4.)
»+1) (n+v) (np+v)
Poy Py oo o Pn

als Potenzreihen von z,—a,,... z,—a,, welche vollstindig bestimmt sind,
sobald
©

Py
® (m—1)
@y, e e Py
© m=1)
Prs  + o v P
es sind.
Daraus folgt, dass wenn man a, a@,, ... @ und die vorstehenden
Functionen

(u)
@i(@yy ... |0y, .0 0,)  (fir A=1...m)

den angegebenen Bedingungen gemiss, im Uebrigen aber willkiirlich an-
nimmt, darauf, nach Fixirung der aus der Gleichung

G=0

, “ © . .
sich ergebenden Coefficienten bfJ ,, zuniichst ¢, und dann die séimmtlichen
(ny+v)

Functionen ¢, (z,,...z,|a;,... a,) sich so bestimmen lassen, und zwar nur
auf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn
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' 2 @ (x—a)e
QYo = %a(p()($1,...a?r}al,...a,)—‘—;T——

o (@ (x_ a)a

(5.) P = %’a%(wl,...w,lal,...a,) ~
® @

P = %Gq)m(ml""x"lal?”'a') (w:'a)

den Gleichungen (1.) formell geniigen sollen.

Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdriicke ¢,, ¢, ... @,
ein System von Functionen-Elementen bilden, welches die Gleichungen (1.)
wirklich befriedigt, hat man nur zu zeigen, dass sie innerhalb eines be-
stimmten Bezirks convergiren.

Ich setze wieder

r=a+u, T =0a,+uw, ... T.=a-+u
und verstehe jetzt unter ¢, ,, , die Potenzreihe von u, u,, ... u,, in welche
Jetettar g,

durch diese Substitution iibergeht.

Dann hat man

a
aq:: = @100 ‘
(6.) . . . . . N N . . (l — 1"..m)
d Pliny —2,0,.0
\T = (pl;nl ~1,0,..0
Bq)z;n —1,0,..0
e

wo man, wenn n, =1 ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat.
Ferner hat man

¢ HY = 0,

wo H{” eine ganze Function von w, u,, ... . und denjenigen Grissen
Pusoe,,a,s
in welchen fiir den jedesmal betrachteten Werth von w«
ete+to, <n+l, e<mn,

ist. Man kann aber aus H" die Grossen

e, Omon

oam ! ox"™m
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und deren ersten Ableitungen nach den Veriinderlichen ,, ... x, vermittelst
der Gleichungen (4.) eliminiren, und erhilt so eine Gleichung
e O,
(7) (@rF—6, =0

wo k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 und G, ein Ausdruck von derselben Gestalt
wie die @; in den Gleichungen (6.) ist.
Sodann hat man fiir jede Function ¢;,. . , in welcher
a+al+“'+ar < ",
und mindestens eine der Grossen ¢, ... @, z. B. o, > 0 ist,

8 a‘pl;a,a,,...a#,...a,. _ a¢l;a+l,...a#,...ar
(8.) ou - Ou,, )

Endlich ist

oz . oz, ‘ Oz, |
(9.) _é;———l’ _6?-4_207 A au =0.

So ergiebt sich fiir z, x,, ... z, und diejenigen Functionen

‘Pl;a,a,,...a,a
in welchen @+ o, + -+ e, <m; ist (wobei jedoch jetat jede solche Function,
auch wenn sie in den Gleichungen (1.) nicht vorkommen sollte, in Betracht
zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgleichungen von der in §. I,
Zusatz D) betrachteten Form.

Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von u, w,, ... u, oder
T—a, ©,—a,, ... ¢,—a, sind, welche simmtlich innerhalb eines bestimmten
Bezirks convergiren, indem die am angefiihrten Orte unter a), b) angegebenen
Bedingungen in diesem Falle erfiillt sind.

Der Beweis ferner, dass man fiir jedes die Gleichungen (1.) befrie-
digende System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System
von Functionen-Elementen durch das beschriebene Verfahren erhalten kann,
wird ganz so gefiihrt, wie es am Schlusse des §. II. fiir den Fall, dass nur
eine Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist. Die singuliren Losungen
der Gleichungen (1.) bilden diejenigen Functionensysteme ¢,, @i, ... @,
welche ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung ' =0
befriedigen. Die Bestimmung dieser singuliren Functionen-Systeme lisst
sich aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines
Systems anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singuliren Lo-
sungen sind, bewerkstelligen.
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Hiermit ist die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, vollstindig gelost.
Ich bemerke aber noch Folgendes. Auch transcendente partielle Differential-
gleichungen lassen sich in vielen Fillen auf das Gleichungssystem (1.) in
der Art zuriickfiithren, dass

G, G, ... G,
nicht rationale, aber in der Form bestindig convergirender Potenzreihen
darstellbare ganze Functionen von
®, @®, ... « undden Grossen @,,. .

sind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden gefundenen Resultate

ihre volle Giiltigkeit, wie aus der Herleitung derselben ohne Weiteres er-
sichtlich ist.

Berlin, im Juli 1874.
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